
第一原理電子状態計算の基礎と応用

講義スケジュール: 
2021年8月開講 8回×80分
9月 3日(金) 第1回 13:00-14:20, 第2回 14:35-15:55, 実習 16:10-17:10
9月10日(金) 第3回 13:00-14:20, 第4回 14:35-15:55, 実習 16:10-17:10
9月17日(金) 第5回 13:00-14:20, 第6回 14:35-15:55, 実習 16:10-17:10
9月24日(金) 第7回 13:00-14:20, 第8回 14:35-15:55, 実習 16:10-17:00

密度汎関数理論に基づく第一原理電子状態計算の基礎と応用に関
して講義を行う。固体における物質の凝集機構と電子状態から議
論を始め、現実物質の物理・化学的性質の包括的な理解の枠組み
を与える密度汎関数理論と線形応答理論の基本概念及びその定式
化を解説する。また、密度汎関数理論の応用として、構造の安定
性、反応座標解析、磁気特性、光との相互作用、内殻励起現象等
に関して応用事例と共に議論する。第一原理計算プログラム
OpenMXのチュートリアルも実施する。



講義の進め方

質問はZoomのチャットやslackに書き込んで下さい。途
中で質問時間を設け、そこで議論します。

講義中にランダムにこちらから質問することがあります。
分からない場合には分からないと仰って頂いて結構です。

式変形を詳細に追うことはしませんが、計算ノートを公
開しておりますので、そちらをご確認下さい。

毎回16:10-17:10の時間、OpenMXのhands-on講習会を実
施します。ご自身のPC上で第一原理計算の習得すること
が出来ます。

時間外でも質問があればslackに書き込んで下さい。



想定する受講者

 理論系の大学院生

 DFT計算をツールとし
て利用している研究者

 実験系でこれから第一
原理計算を始めたいと
思っている方

 計算手法の開発に参入
したい方

 第一原理計算に興味の
ある方

導入 理論 解釈
OpenMXの
利用方法

〇 〇 〇 〇

〇 △ 〇 〇

〇 〇 〇 〇

〇 △ 〇 〇

〇 〇 〇 〇



講師

尾崎泰助 (東京大学物性研究所)

河村光晶 (東京大学物性研究所)

福田将大 (東京大学物性研究所)

Slackの質問への回答を担当

講義及びSlackの質問への回答を担当



参考文献 #1

Electronic Structure: Basic Theory and Practical Methods, 
Richard M. Martin, Cambridge University Press. 日本語訳あり

固体 - 構造と物性、金森順次郎、米沢富美子、川村清、寺倉清之、
岩波書店.

多体問題特論 - 第一原理からの多電子問題、高田康民、朝倉書店. 

量子化学入門 (上・下)、米澤貞次郎等、化学同人.

遷移金属のバンド理論、小口多美夫、内田老鶴圃.

Density-Functional Theory of Atoms and Molecules, Robert G. 
Parr, Weitao Yang, Oxford University Press USA. 日本語訳あり

Bonding and Structure of Molecules and Solids, David G. 
Pettifor, Oxford University Press. 日本語訳あり



参考文献 #2

Quantum Theory of Many-Particle Systems, Alexander L. 
Fetter, John Dirk Walecka, Dover Publications. 日本語訳あり

Solid State Physics, Giuseppe Grosso, Giuseppe Pastori 
Parravicini, Academic Press. 日本語訳あり

Band Theory and Electronic Properties of Solids, John 
Singleton, Oxford Master Series in Physics. 日本語訳あり

Magnetism in Condensed Matter, Stephen Blundell, Oxford 
Master Series in Physics. 

Optical Properties of Solids, Mark Fox, Oxford Master 
Series in Physic.  



https://t-ozaki.issp.u-tokyo.ac.jp/mpcoms2021_lectures.html

講義の関連情報

https://w1630025098-wjz691248.slack.com/

WEB

Slack



お願い

 Zoomのマイクと画像はオフにして下さい。
発言される際にマイクをオンにして下さい。

 Zoomのお名前はニックネームでなく、氏名
に変更して下さい。



講義1

 物質科学における計算科学
 密度汎関数理論
 ビリアル定理の導出
 水素分子の結合
 簡単な分子の計算事例
 遷移金属の凝集機構: Friedelモデル
 軌道分解されたビリアル定理
 遷移金属表面における凝集



物質科学における計算の役割

 楕円のサイズが現
状の研究状況を反
映

 今後は物質探索に
おける計算の大き
な役割を期待

材料の
分析評価

理論的考察に
基づく機能創出

バンド構造のエンジニアリング
スピン流、トポロジカル絶縁体

物質探索

振動分光、磁気共鳴
幾何構造、安定性

実験に先立つ新規結晶構造予測, 
機能から構造へ(逆問題)



第一原理電子状態計算の目指すところ

1. Schrödinger(Dirac)方程式を現実に即し
た系に対して可能な限り精密に解いて分子
や固体の化学的・物理的性質を理論的に解
明すること (第一原理計算)。

2. 望みの性質を持つ物質を実験に先立って、
理論的に原子レベルから設計すること。

3. 設計した物質の合成方法やプロセス制御方
法を理論的に提案すること。



分子・固体の支配方程式は何か？

シュレディンガー方程式

(1) 不可弁別性
(2) 反対称性 (パウリの排他律)
(3) 規格直交性 (確率解釈)

運動エネルギー 外部ポテンシャル 電子間相互作用
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波動関数が有する性質



波動関数理論

密度汎関数理論

量子モンテカルロ法

多体グリーン関数法

e.g., 配置間相互作用法 (CI) 

計算の複雑さ 特徴

O(eN)

O(N3)

O(N3～)

O(N3～)

高精度
基底・励起状態
高コスト

中精度
基底状態
低コスト

高精度
基底状態
高コスト
高並列性

中精度
基底・励起状態
高コスト

第一原理計算手法の分類
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a.u. Expression SI unit

Mass of electron 1 m 9.109384×10-31 kg

Elementary charge 1 e 1.602177×10-19 C

Reduced Plank’s    
constant

1 1.054572×10-34 J・s

Length 1 5.291772×10-11 m

Energy 1 4.359745×10-18 J

Magnetic flux
density

1 2.350518×105 T

Velocity 1 2.187691×106 m・s-1

Coulomb force 
constant

1
8.987552×109 kg・m3・s-2・
C-2

Magnetic dipole      
moment

1 18.5480202×10-24 J T-1
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第一原理計算で用いられる原子単位



密度汎関数理論(DFT)とは

 量子力学的多体効果を交換相関エネルギーに含める
ことで、多体問題を見かけ上、一体問題として定式
化できる。

 全エネルギーは密度の汎関数として表現可能である。

       3
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Hohenberg-Kohn の定理
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Kohn-Sham Ansatz (仮説)



水素分子における結合

H2は二つのプロトンと二つの電子からなる最も単
純な分子である。

水素分子の結合メカニズムをビリアル定理を用い
て理解する。

ビリアル定理の導出
水素分子のDFT計算



Virial定理 #1

Per-Olov Loewdin, J. Mol. Spect. 3, 46 (1959).
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N個の電子とM個の原子核で構成される系を断熱近似の下で考える。

   1 1

i i is s s  r r r
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n n ns s s  R R R

変数と基底状態の波動関数のスケーリングを考える。
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系のエネルギーはスケーリング係数sを含んだ形で書ける。



Virial定理 #2
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全エネルギーはs=1で最小化されているので、次式が得られる。
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原子に働く力が次式で与えられることに注意して、

次のvirial定理が得られる。
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n
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微分を取った後にs=1を代入し、0に等しいとする。



Virial定理 #3
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切断したバルク(最適化なし)において表面付近で原子間力
はゼロでない。
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ゆえにビリアル定理はバルクに対して次式で与えられる。
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Gaussの定理を用いて、面積分を体積積分に直すと、
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Veq

平衡状態と孤立原子状態では原子
に働く力はゼロである。それゆえ、
ビリアル定理から次式が得られる。

2 0at atT U 2 0eq eqT U 

Eeq

Eat

1/ 2eq eq eq eq eqE T U T U    

1/ 2at at at at atE T U T U    

全エネルギーは運動エネルギーTとポ
テンシャルエネルギーUの和である。

凝集エネルギーは次式で
定義される。

   
1

2
coh eq at eq at at eqE E E T T U U      

cohE は正であるべき。ゆえに次の一般的な帰結が得られる。

eq atT T eq atU U,

Virial定理による凝集エネルギーの解析



密度汎関数理論によるH2分子の解析

H2 は二つのプロトンと二つの電子からなる最も単純な分子である。
ビリアル定理によれば結合の利得エネルギーは機構 で理解できる
はずである。

運動エネルギー ポテンシャルエネルギー
(a) 不安定化 安定化
(b) 安定化 不安定化
(c) 安定化 安定化

ビリアル定理

     E R T R V R   

DFT計算で確認できるだろうか?

     eq eq eqE R T R V R 

   2 0T R V R  

   eq eq2 0T R V R 

全エネルギー

   eqT R T R 

    eq eqD E R E R  全エネルギーとビリアル定理
の４つの式から凝集エネル
ギーDeqは次式となる。

凝集エネルギーDeqが
正であるためには、
運動エネルギーが増
加する必要である。

(a)



H2分子のエネルギー曲線

 0.750Åで最安定である。

 原子間距離が大きな領域では
磁気分極状態が安定である。



H2分子の凝集エネルギー #1

全エネルギー
(Hartree)

H2 -1.16581
H (非スピン分極)                 -0.45781
H (スピン分極)                   -0.49914
Spin polarization energy          0.04133

凝集エネルギー = 2 H – H2 
= 2×(-0.49914) – (-1.16581)
= 0.1675 (Hartree)
= 4.56 (eV)

実験値 4.75 (eV)

計算値は実験値を0.19eVほど過小評価しているが、
一致は良いと言える。

状態



ΔEkin = 1.11582-0.98309     = 0.13273 (Hartree) =   3.612 (eV)

ΔEpot =-2.28163-(-1.98139) =-0.30024 (Hartree) = -8.170 (eV)

ΔEtot =                                                                       -4.56 (eV)

厳密に言えば、この議論は一部、修正されるべきである。Kohn-Sham法では相関エネルギー中に運動エネルギー
の一部が含まれているためである。ただしその補正は小さく、上記の結論を変えるものではない。

凝集におけるエネルギー利得は確かにビリアル定理に従っている。

H2分子の凝集エネルギー #2

運動エネルギー ポテンシャルエネルギー



H2におけるKohn-Sham軌道の局在化

KS軌道は収縮し、結
合領域に局在する。
この結果、運動エネ
ルギーが増加する。

結合領域では二つの
核ポテンシャルの重
ね合わせにより、よ
り深い外部ポテン
シャルが形成され、
その結果、ポテン
シャルエネルギーが
大きく低下する。

⇒ エネルギー利得
を生み出す。



差電子密度

差電子密度 = (H2分子の電子密度) – (二つの水素原子の電子密度の重ね合わせ)

Red:  密度の増加
Blue: 密度の減少

確かに結合領域に
電子密度の増加が
見られる。

電子がポテンシャ
ルの深い領域に局
在することでエネ
ルギーが低下する。



原子間距離が大きな領域での磁気分極

原子間距離が大きな領
域では磁気分極状態が
安定である。

これがなぜ生じるのか、
考察する。



HOMOとLUMOの固有エネルギー

固有値
ε0

+h

-h
ε0

単純な強結合モデルによれば

0E h 
1 2

1 1

2 2
g   

1 2

1 1

2 2
e   

結合長の増大に伴い、
HOMO-LUMOギャップ
が小さくなる。

5Å程度でほぼゼロ
になる。



H2分子の状態密度 (r=3Å)

スピン非分極計算では
upとdownスピンの固有
状態は縮退している。

スピン分極計算ではup
とdownスピンの状態で
大きなエネルギー分裂
が見られる。２電子は
upスピンの状態のみに
占有している。

Note: 化学ポテンシャ
ルをゼロに設定。



二つのエネルギーの競合

3Åほど離れたH2分子において、スピン非分極とスピ
ン分極状態のエネルギーの寄与は以下の様に与えら
れる。

非分極 分極
Ekin 0.8231    0.9634
Epot -1.7306    -1.9148
Etot -0.9076    -0.9514

in Hartree

分極状態において運動エネルギーの増加はクーロンエネ
ルギーと交換相関エネルギーの和であるポテンシャルエ
ネルギーによって大きく補償されていることが分かる。

これはなぜ起こるのだろうか ?



HOMO とLUMOの分子軌道

平衡ボンド長におけるHOMOとLUMOの等値面図

HOMO LUMO

LUMOは一つのノードを持っている。したがってLUMOに電子が
占有すれば運動エネルギーが大きくなることが分かる。



結合長が大きい時にスピン分極状態が安定な理由

NM         FM
Ekin 0.8231 0.9634
Epot -1.7306    -1.9148
Etot -0.9076 -0.9514

電子がHOMOからLUMOに昇位する際に運動エネル
ギーは増加する。なぜならLUMOは節を一つ持っ
ているため。

しかし、昇位した電子はHOMOとは異なる軌道
LUMOを独り占め出来る。HOMOに残った電子も然
り。

したがって電子はお互いに避けあうことが出来
るので、ポテンシャルエネルギーは減少する。

全エネルギーは二つのエネルギーの和なので、
安定性は両者の競合で決まる。およそ2.5Å付
近でその境界値があることを計算は示している。

このメカニズムにより多くの磁気状態が理解で
きる。例えば、遷移金属のStoner条件やジグザ
ググラフェンナノリボンのエッジ状態など。



さらなるエネルギー分解

電子が互いに避けあうことでポテンシャルエネルギーが減少する、という説
明には、電子間距離が増えたことでの電子どうしのクーロン相互作用の減少
のみによるものでしょうか? 電子が互いに避けあうことで各電子にはたらく
原子核引力の遮蔽のような効果が弱まり、原子核引力の増大によるポテン
シャルエネルギーの減少もありそうに思えるのですが... こちらの誤解か、存
在しても無視できる程度の変化なのでしょうか?

非分極 分極
Ekin 0.8291        0.9873
Epot -1.7682       -1.9855
Exc    -0.4958 -0.6179
Ecoulomb -1.2724 -1.3676
Ena+Enl -0.6891   -0.7842
Ehart -0.7596       -0.7597
Ec-c 0.1764        0.1764

Etot -0.9390       -0.9982

in Hartree

エネルギーをさらに分
解した結果が左表。

Excに加えてEna+Enlの低
下が大きく、原子核と
の相互作用で利得が生
じている。

r=3.0Åで計算、擬ポテンシャル等の
計算条件が異なるため数値(前のスラ
イド中)が異なっていることに注意



結合軸の垂直方
向の面で平均化
された電子密度

スピン分極

スピン
非分極

差電子密度(分
極-非分極)の等
値面図

電子密度の比較: 非分極 vs. 分極



Per-Olov Loewdin, J. Mol. Spect. 3, 46 (1959).の脚注1

良く知られた言及との矛盾について

疑問: しばしば結晶格子やπ共役系では電子が遍歴的になり運動エネルギー
が低下することで、安定化すると述べられるがビリアル定理と矛盾するよう
に思える。なぜか？

同じことがLoedin論文の脚注に述べられている。

1/ 2eq eq eq eq eqE T U T U    ビリアルの関係は定理なので、
動かしがたい事実である。

解釈としては「運動エネルギーを増加させることで、ポテンシャルエネル
ギーを稼ぎ、結果として飛び移り積分を大きくさせている」と考えるのが
妥当だと思われる。



いくつの電子状態の解析事例

電子状態の解析に親しむために、簡単な
分子系のDFT計算を議論しよう。

 メタン分子
 ベンゼン分子
 H2O分子
 H2Oダイマー



軌道混成と分子の形

Methane

Benzene

Acetylene

sp3 hybridized orbitals

sp2 hybridized orbitals

sp hybridized orbitals
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メタン分子における教科書的な混成描像

sp3 混成軌道

C原子の基底状態

2s電子の昇位

4 H

結合の形成

結合状態

Eprom(>0)

Ebond(<0)

Eprom+Ebond < 0条件:

1

1 3

2 2 xs p   

2

1 1 2

2 32 3 x ys p p     

3

1 1 1 1

2 2 3 6 2x y zs p p p       

4

1 1 1 1

2 2 3 6 2x y zs p p p       

反結合状態



メタン分子の状態密度

状態密度からはsp3混成軌道を形
成している様子は見て取れない。

混成軌道を形成しているという
より、むしろC原子のs, px, py, 
pz軌道のそれぞれがH原子のs軌
道と結合軌道を形成していると
解釈する方が自然である。

DFT計算からの描像



ベンゼン分子の状態密度



ベンゼン分子の分子軌道



6 H
×6

pz

そのσ結合はs+px+py軌道から構成され
ている。HOMOとLUMOは炭素原子のpz軌道
から構成されたπ軌道であり、HOMO-1は
二重縮退した結合性σ軌道である。

ベンゼン分子の結合

2s電子の昇位

炭素原子×2

sp2的混成軌道

結合σ軌道

結合
σ軌道

結合π軌道

反結合π軌道

反結合σ軌道



H2O分子の状態密度と分子軌道

HOMO
LUMO

水分子のLUMOは
非常に非局在化
していることが
特徴である。

等値=0.05



H2Oダイマーの状態密度と分子軌道

等値=0.01
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LUMO

赤: モノマー
青: ダイマー
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H2Oダイマーにおける水素結合

波動関数の対称性により相互
作用には制約がある。

H2OダイマーのHOMOは右分子
のHOMO、左分子のHOMO-2、
LUMO+1から構成。

H2OダイマーのHOMO-1は左分
子のHOMO、HOMO-1、LUMO、右
分子のHOMO-1、HOMO-2、LUMO、
LUMO+1から構成。

右分子のLUMO、LUMO+1は非局
在化した水素原子付近の波動
関数を介して左分子に強く相
互作用しており、左から右分
子へ電荷移動(0.1e程度)が生
じる。

相互作用エネルギー
計算: 5.48 kcal/mol
実験: 5.44 kcal/mol
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From Kittel’s text book

単元素固体の凝集エネルギー



凝集エネルギー(eV/atom) 結晶構造

 その結晶構造は基本的にd電
子数ndの増加に伴い、HCP, 
BCC, HCP, FCCと変化する。

遷移金属の凝集エネルギー

 3d, 4d, 5d遷移金属の凝集エ
ネルギーはnd=4～5付近にピー
クを持った放物線状で変化す
る。(Cr, Mnの異常性は磁気
構造の特異性に由来する)

 凝集エネルギーの大きさは原子
あたり数eV程度であり、
3d<4d<5dの順番で大きくなる。

V

Cr

Mn

Fe

Co

Rh



bcc Crのバンド構造と状態密度

s軌道の寄与

p軌道の寄与

d軌道の寄与

フェルミエネルギー近傍はd軌道
の寄与が大きい。



J. Friedel, Theory of Magnetism of Transition Metals (Academic Press, 1967).
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下記に示す矩形のDOSを仮定してバンド
エネルギーを計算する。

凝集エネルギーは次式で与えられる。
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Friedelモデルは実験傾向を良
く再現している。

W
3d ～5 eV
4d ～7 eV
5d ～10 eV

Friedelモデル #2
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バンド幅Wの違いはd軌道
の空間的な拡がりの違い
から生じる。



BCC HCP FCC
三つの遷移金属の状態密度

dバンドのPDOSを以下の矩形型でモデル化する。

Friedelモデルの拡張 #1
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矩形型PDOSを用いて、二つの構造のエネルギー差は次式で
見積もられる。

hcpのエネルギーを基準にとる。

結晶構造(実験)

Friedelモデルの拡張 #2

ほぼ実験の結晶構造を再現している。nd

×W



ディップ構造があると赤い領域の電
子が、低エネルギーの緑の領域に移
動。 エネルギー利得が生じる。BCC
とHCPの安定化機構。

下限付近でDOSが大きくなると電子が赤
から緑の領域に移動。上限ではホール
が赤から緑の領域に移動。エネルギー
利得が生じる。FCCの安定化機構。

エネルギー利得の機構

赤と緑の
領域の面
積は同じ
であると
に注意。



Ca(fcc) 

d=0

d’=0.5

Sc(hcp) 
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3d遷移金属の状態密度

d (名目値)

d’(計算値)



4d遷移金属の状態密度
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5d遷移金属の状態密度
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Fe(bcc) 

d=6

d’=6.6

bcc hcp

Co(hcp) 

d=7

d’=7.7

FeとCoの構造安定性は磁気構
造と強くカップルしている。
バンドにおけるスピン交換分
裂により、FeはbccをCoはhcp
を選択している。フェルミエ
ネルギーはDOSのディップに位
置している。

up-spin

down-spin

up-spin

down-spin

磁気構造と相関したFeとCoの安定性



up-

spin

down-spin

BCC 
HCP 

高圧下におい
て鉄の強磁性
は消失し、非
磁性に転移す
る。それと同
時に構造はBCC
からHCPに転移
する。どちら
の構造におい
てもフェルミ
レベルはDOSの
ディップに位
置する。

DFT計算実験の相図

BCC HCP 

高圧下でのFeの相転移



3 / 1/dx dV V

ビリアル (3pV)は全エネルギーと直接的に関係づけることが可能。
簡単化のため、ユニットセルが立方体であるとし、その体積をV
(=a3)とする。また変数xを次式で定義する。

ln( / )eqx a a 3ln( / ) ln[( / ) ] 3eq eqV V a a x 

したがって、次の関係式を得る。

3
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両辺をVで微分し、pの表式のdx/dVに1/(3V)を代入すれば、次式が得られる。

cohE 

ビリアルと全エネルギーの関係

斜線部の面積は
-Ecohである。
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ビリアル (3pV)は角運動成分lの各成分に分解することができる。
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A.R. Williams et al., Theory of Alloy Formation (AIME, 1979).

MoCu
x=0 (つまり平衡格子
定数)にて、sp電子と
d電子の寄与が釣り
合っている。

x=0においてsp電子は
反発的であるが、d電
子は引力的である。

軌道分解されたビリアル

SはWigner-Seitz球の半径である。



表面近傍の凝集

表面近傍では配位数の低下により、
sp-電子の反発的な性質は緩和さ
れる。そのため、d-電子の引力的
相互作用により、格子は収縮する。
sp-電子は真空領域に非局在化し、
電気二重層を作る。

表面

ポテンシャル障壁
= 仕事関数 (実験) + EF (DFT)

表面での電気二重層

ここでも放物線となる。

金森、米沢、川村、寺倉、固体-構造と物性、岩波書店



まとめ

 物質科学における計算科学
 密度汎関数理論
 ビリアル定理の導出
 水素分子の結合
 簡単な分子の計算事例
 遷移金属の凝集機構: Friedelモデル
 軌道分解されたビリアル定理
 遷移金属表面における凝集

物質の構造と凝集機構の理解は物質科学の基本である。
ここではビリアル定理とFriedelモデルを用いて、分子
及び遷移金属固体の凝集機構を議論した。また簡単な
分子の計算事例を通して電子状態の基本的な解析方法
を紹介した。
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