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・バンドにおけるスピン分裂の解析
・k空間でのスピンテキスチャの解析
・ベリー曲率の計算
・トポロジカル不変量の計算
・Chern数の計算
・Z2数の計算



例題ファイルのコピー

homeのopenmx3.9の下へ移動し、
cp /home/hands-on/openmx2022/work_is .
とコピーする
cd work_is

ls *.sh
.. 10個のシェルスクリプト
ls *.dat
.. 6個の入力ファイル
ls *.in*
.. 4個の標準入力ファイル



後処理計算

入力ファイルで

HS.fileout on
とする。後処理計算において，Kohn-Shamハミ
ルトニアン行列，重なり行列，密度行列を利用す
る。 これによりバイナリ形式のデータが
「System.Name.scfout」に格納される。これを読み
込んでk空間でのスピンテクスチャの解析，
ベリー曲率，トポロジカル不変量の計算をおこなう。



・バンドにおけるスピン分裂の解析
・k空間でのスピンテキスチャの解析
・ベリー曲率の計算
・トポロジカル不変量の計算
・Chern数の計算
・Z2数の計算

①kSpin

②calB

③Z2FH

後処理
プログラム

今日の応用計算

scf.SpinPolarization        NC 

ノンコリニアDFTの計算が必要のため、キーワード
「scf.SpinPolarization」を以下のように設定。



・バンドにおけるスピン分裂の解析
・波数(k)空間でのスピンテキスチャの解析

① kSpin

例題：
Au(111)表面モデル

この例題ではスピン軌道相互作用を考慮するため、

scf.SpinOrbit.Coupling on

とする。



参考文献

kSpinを用いた計算結果の発表を行う際には、
以下の文献を引用して頂けますと幸いです。

• H. Kotaka, F. Ishii, and M. Saito, Jpn. J. Appl. 
Phys. 52, 035204 (2013).

• N. Yamaguchi and F. Ishii, Appl. Phys. Express 
10, 123003(2017). 



スピン分裂

時間反転対称性 E(k,↑) = E(−k,↓)
空間反転対称性 E(k,↑) = E(−k,↑)

E(k,↑) = E(k,↓)

バンド縮退

En
er
gy

k

Hψ = Eψ ハミルトニアンH、固有値E、波動関数ψ



スピン分裂

時間反転対称性 E(k,↑) = E(−k,↓)
空間反転対称性 E(k,↑) = E(−k,↑)

E(k,↑) = E(k,↓) 時間反転不変なk点(TRIM)のみ
(s.t. -k+G=k)

E(k,↑) ≠ E(k,↓) それ以外のk点

スピン分裂

TRIM



波数空間でのスピン密度行列*
Pσ ʹσ (k,µ) = ψσµ

(k ) ψ ʹσ µ
(k ) = cσ

(k )†S (k )cσ '
(k )( )

µµ

k : a wave vector
µ : states (band indices)
σ : spin indices (σ =α,β)

ψσµ
(k ) : Bloch states

cσ : LCPAO expansion coefficients

S (k ) : The overlap matrix

Pαα (k,µ) Pαβ (k,µ)

Pβα (k,µ) Pββ (k,µ)

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

Eigenvalue problems
for the Kohn-Sham equation
Hσ

(k )cσ
(k ) = S (k )cσ

(k )εσ
(k )

Hσ
(k ) : The Hamiltonian

εσ
(k ) : Energy eigenvalues

* H. Kotaka, F. Ishii, and M. Saito,
Jpn. J. Appl. Phys. 52, 035204 (2013).



スピン密度行列の軌道分解

Mσ ʹσ ,ia (k,µ) = cσµ ,ia
(k )* Siajb

(k)cσ 'µ , jb
(k )

jb
∑ ,

where
Pσ ʹσ (k,µ) = Mσ ʹσ ,ia (k,µ)

ia
∑ .

k : a wave vector
µ : states (band indices)
σ : spin indices
i, j : site indices
ia, jb : PAO indices

ψσµ
(k ) : Bloch states

cσ : LCPAO expansion coefficients

S (k ) : The overlap matrix



kSpinの応用例：Au111表面モデル
2022/02/21 12:21 OSeQMX VieZeU

ZZZ.RSeQP[-VTXaUe.RUg/YieZeU/ 1/1

ReVeWɾ SXSeUcell 1  î 2  î 2  AWRmV UendeUing  BRQdV UendeUing  BRQd CRlRU SaleSXUSle  NXmbeU  S\mbRl 
BGC black  AWRm Si]e 1.0  BRQd ThickQeVV 1.0  BRQd FacWRU 1.0  CellV  A[eV  PeUVSecWiYe  SWUXcWXUe 
D\QamicV  NeW ChaUge off  SSiQ off  FRUce  VelRciW\  RRW RQ [ 0  RRW RQ \ 0  RRW RQ ] 0
SaYe VelecW  E[amSleV VelecW
OSeQMX ZebViWeɾɾɾɾ RRWaWe: click+dUagɾɾ ZRRm: VcURllɾɾ TUaQVlaWe: cWUl+click+dUagɾɾ NRWe: click Whe middle bXWWRQ fRU SafaUi

AX111SXUIaFH_BD.GaW

SCF計算
qsub job_Au111scf.sh

計算終了後、
ls Au111Surface.scfout
として
Au111Surface.scfout
と表示されれば、
kSpinの計算が可能。

http://www.openmx-square.org/viewer/



① kSpin

「kSpin」にはk空間スピン密度行列を計算する4つの方法があり，
キーワード「Calc.Type」で指定する。

このチュートリアルでは
・ Calc.Type BandDispersion バンド分散の計算
・ Calc.Type GridCalc k空間の格子点での計算

の２つについて説明する。



Calc.Type BandDispersion
バンド分散の計算

openmxの場合と同様に計算するk点の区間を指定

Energy.Range -1.0 1.0

エネルギーの範囲を指定

qsub jobBD.sh

gnuplot Au111Surface_BD.plotexample



バンド図の例

バンド指数,区間毎にプロットすることも可能です。



バンド図の例

バンド指数, 区間毎にプロットすることも可能です。

.Band55_1 

.Band56_1 

.Band55_2 

.Band56_2

ファイル名の意味：Au111Surface_BD.Band56_1



スピン密度行列の分解

kSpinの後処理プログラム、 MulPCalcを利用
(並列計算は不要)

Filename.atomMulP Au111Surface_BD.AMulPBand # default: default
Filename.xyzdata   Au111Surface_BD_MC       # default: default
Num.of.Extract.Atom        3                # default: 1
Extract.Atom               1 2 3           # default: 1 2 ... (Num.of.Extract.Atom)

を入力ファイルに追記してMulPCalcを実行。

(今日はAu111Surface_BD.datに追記した
Au111Surface_BD_MC.datを使って計算。）

MulPCalc ./Au111Surface_BD_MC.dat

gnuplot Au111Surface_BD_MC.plotexample



バンド図のスピン解析



1. Set an n by m k-point grid in a user-specified two-dimensional
reciprocal space.

2. Solve eigenvalue problems at each k-point.
3. Calculate the k-space spin density matrices at each k-point.

Calc.Type GridCalc
k空間のスピン分布計算

n

m

An example in the case of n = m = 4

k-point

Spin



k空間でのスピン分布計算：GridCalc
qsub jobGC_scf.sh
gnuplot Au111Surface_GC.plotexample_55
gnuplot Au111Surface_GC.plotexample_56

55 56

水素を付けた側から見ている
電場方向がAuから水素の方向で考える
て右ねじの法則に磁場
(電子スピンは磁場と反対方向を向く）
でエネルギー低い方が右まわり



②calB

・ベリー曲率の計算
・トポロジカル不変量の計算
・Chern数の計算

例題：

グラフェンのベリー曲率
カゴメ格子のベリー曲率，Chern数



参考文献

calBを用いた計算結果の発表を行う際には、以下
の文献を引用して頂けますと幸いです。

• Y. P. Mizuta and F. Ishii, Sci. Rep., 6, 28076(2016).
• H. Sawahata, N. Yamaguchi, H. Kotaka, and F. Ishii, 

Jpn. J. Appl. Phys. 57, 030309 (2018).
• Y.P. Mizuta, H. Sawahata, and F. Ishii, Phys. Rev. B, 

98, 205125 (2018).



固体の電子状態計算手法におけるベリー位相理論の進展

ベリー接続→ 電気分極

ベリー曲率→ 異常ホール効果

• Electric polarization in insulators, RMP, 66,899(1994)
• Anomalous Hall effect and related issues, RMP, 82,1539(2010), 
82,1959(2010)

• Topological insulators, RMP, 82, 3045(2010)
• Weyl and Dirac semimetals, RMP, 90, 015001(2018)

 k(r) = eik·ruk(r)
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：結晶運動量k をもつBloch波動関数,
k空間での波動関数の構造が電子の振る舞いを決める

仮想的なベクト
ルポテンシャル
と磁場に対応

電子の軌道が曲がる

周期関数

過去30年で大きく進展

<latexit sha1_base64="uMCuEIfwhvw+kLqrgoZucZHOMC4="></latexit>

�z =

Z Gz

0
Az(k)dkzベリー位相:



Fukui-Hatsugai-Suzuki法による計算

T. Fukui, Y. Hatsugai, and H. Suzuki, J. Phys. Soc. Jpn. 74, 1674 (2005).

Uab = N�1 det�ua|ub�

Aµ(k) = Im log Uµ(k)
Uµ(k) = �u(k)|u(k + �µ)�

⌦(k) =(r⇥A)z

=Aky (k+�kx)�Aky (k)� (Akx(k+�ky)�Akx(k))

⌦(k) = Im logU12U23U34U41

C =
X

BZ

⌦(k)



Graphene

qsub job_Graphene.sh
qsub jobCB_G.sh

対話形式か標準入力から読み込む入力ファイルが必要(jobCB_G.shを確認)

1    : ベリー曲率の総和計算 (0:各バンドのベリー曲率を計算）
0 ： 計算に考慮するバンド数を指定 (0の場合は占有バンド)
0 0 1 ： 波数空間の平面を指定, この場合はk3=0
100 100 ：平面のメッシュ分割数

gnuplot
splot 'BerryC8.dat' w l



Graphene

対話形式か標準入力から読み込む入力ファイルが必要(jobCB_G.shを確認)

1    : ベリー曲率の総和計算 (0:各バンドのベリー曲率を計算）
0 ： 計算に考慮するバンド数を指定 (0の場合は占有バンド)
0 0 1 ： 波数空間の平面を指定, この場合はk3=0
1000 1000 ：平面のメッシュ分割数

ベリー曲率の単位はÅ２

(マニュアル，プログラムの出力の表記は間違い）



Kagome lattice(1)

In double-exchange model, kagome lattice’s Chern number of each band
was predicted10,

Clower = −sgn(sinχ),Cmiddle = 0,Cupper = sgn(sinχ)

χ :=
1

8π
S1 · (S2 × S3)

We checked this result by first-principles calculation of hydrogen atoms.

10K. Ohgushi, S. Murakami and N. Nagaosa, Phys. Rev. B 62, 10 (2000).
Hikaru Sawahata (collabolators: Yo Pierre Mizuta, Fumiyuki Ishii)Large Chern number in oxide thin films 2016/11/7 9 / 32

カゴメ格子

qsub job_Kagome.sh
qsub jobCB_K.sh
grep 'Chern' BerryC1.dat

1 H 0.5 0.5 0.5 1.0 0.0 70.00 180.00 0.0 0.0 1 on
2 H 0.5 0.0 0.5 1.0 0.0 70.00 300.00 0.0 0.0 1 on
3 H 0.0 0.5 0.5 1.0 0.0 70.00 60.00 0.0 0.0 1 on

kagome.dat



カゴメ格子
grep 'Chern' BerryC1.dat
#ChernNumber = -1.000000
Gnuplot
set pm3d at b
splot ‘BerryC1.dat’ w l

C = +1

C = 0

C = -1

χ < 0

χ = 0 (FM)

C = -1

C = 0

C = +1

χ > 0
ベリー曲率



③Z2FH

・トポロジカル不変量の計算
・Z2数の計算

例題：

グラフェン, Bi2Se3



参考文献

Z2FHを用いた計算結果の発表を行う際には、
以下の文献を引用して頂けますと幸いです。

• H. Sawahata, N. Yamaguchi, H. Kotaka, and F. 
Ishii, Jpn. J. Appl. Phys. 57, 030309 (2018).

• H. Sawahata, N. Yamaguchi, and F. Ishii, App. 
Phys. Express, 12, 075009 (2019).



Z2数とは

Z2数は0もしくは1の指標であらわされ、時間反
転対称性によって守られた金属状態(エッジ状
態)を端・表面で有するか否かをバルクの計算
で判断することが可能

2次元系に磁場をかけると量子ホール伝導度が量子化される量子ホール効果という現象が
ある.磁場,電流は時間反転対称性を破るが,時間反転対称性を破らない量子ホール効果は
ないかと提案された現象が量子スピンホール効果である.図 3は量子ホール効果と量子ス
ピンホール効果の模式図である. 2次元量子スピンホール系ではエッジで逆方向のスピン
を持つ電荷がそれぞれ逆方向に等量流れている.これはスピン軌道相互作用によるもので
ある. 2次元量子スピンホール系は特異なバンド構造,図 2のように表面に金属状態を持
つ.このような系をトポロジカル絶縁体と呼ぶ.トポロジカル絶縁体は 3次元系でも実現
され,その場合は表面に金属状態が表れる.

一般的に電流は

j := j↑ + j↓ (10)

と定義される.添字は電子スピンの状態を示す.時間反転対称性が保たれた系では j = 0

になるので,

js := j↑ − j↓ (11)

となる量が時間反転対称性を示す系を特徴付ける.この jsをスピン流と呼ぶ.

電流の任意の時間 T での積分

P := e

∫ T

0

v(t)dt = e(x(T )− x(0)) (12)

を電気分極と呼ぶが,これと同様にスピン流にも分極が定義出来る.

一般の電気分極を

P := P↑ + P↓ (13)

と定義すると,時間反転電気分極 P θは

P θ := P↑ − P↓ (14)

と定義される.この時間反転電気分極が量子スピンホール効果を特徴付ける.

次節ではこの時間反転電気分極とスピン流の関係について定量的な議論をし, トポロジカ
ル絶縁体と自明な絶縁体とを区別する Z2不変量について説明する.

図 2: 金属,絶縁体,トポロジカル絶縁体のエッジのそれぞれのバンド構造の模式図

4

澤端日華瑠, 卒業論文(2016)



Fukui-Hatsugai法による計算

T. Fukui, Y. Hatsugai, and H. Suzuki, J. Phys. Soc. Jpn. 74, 1674 (2005).

Uab = N�1 det�ua|ub�

Aµ(k) = Im log Uµ(k)
Uµ(k) = �u(k)|u(k + �µ)�

⌦(k) =(r⇥A)z

=Aky (k+�kx)�Aky (k)� (Akx(k+�ky)�Akx(k))

⌦(k) = Im logU12U23U34U41

C =
X

BZ

⌦(k)

と定義されたベリー接続,ベリー曲率を計算する.

ここで,複素数範囲で定義された対数関数は真数に ei2nπの位相の自由度を持つので,

Fkxky(k) = Aky(k+∆kx)− Aky(k)

−(Akx(k+∆ky)− Akx(k))− 2πnkxky(k) (46)

が成り立つ.この nkxky を格子チャーン数と呼ぶ.

この格子チャーン数は各タイルで

−nkxky(k) =
1

2π
{Aky(k+∆kx)− Aky(k)

−(Akx(k+∆ky)− Akx(k))− Fkxky(k)} (47)

と求められる.この格子チャーン数をブリルアンゾーンの半分で足し上げると,

−
∑

Half BZ

nkxky(k) =
1

2π

(
∑

Half BZ′s edge

A−
∑

Half BZ

F

)
(48)

となる.式 (48)の偶奇は式 (22)と等価になるから,

Z2 =
1

2π

∑

Half BZ

nkxky (mod 2) (49)

とすることで Z2不変量を求められる.図 6は格子チャーン数の計算例である. ブリルア
ンゾーンの半分の格子チャーン数の合計が奇数となっている為,この場合の Z2不変量は
1である.

ただし, Z2不変量を求める際には次節に示すようにゲージ修正したブリルアンゾーン上
でこの計算をする必要がある.

図 6: 格子チャーン数の計算例,赤丸が+1,青三角が-1,空白が 0を示す.

3.2.3 ゲージ修正

文献 [8, 10]を参考にブリルアンゾーンのエッジにおけるゲージ修正について説明する.

格子チャーン数はゲージ依存性があり, この計算手法ではゲージの依存度が残る.よって
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①

②
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格子Chern数

T. Fukui, Y. Hatsugai, and H. Suzuki, J. Phys. Soc. Jpn. 74, 1674 (2005).

Uab = N�1 det�ua|ub�

Aµ(k) = Im log Uµ(k)
Uµ(k) = �u(k)|u(k + �µ)�

⌦(k) =(r⇥A)z

=Aky (k+�kx)�Aky (k)� (Akx(k+�ky)�Akx(k))

⌦(k) = Im logU12U23U34U41

C =
X

BZ

⌦(k)

と定義されたベリー接続,ベリー曲率を計算する.

ここで,複素数範囲で定義された対数関数は真数に ei2nπの位相の自由度を持つので,

Fkxky(k) = Aky(k+∆kx)− Aky(k)

−(Akx(k+∆ky)− Akx(k))− 2πnkxky(k) (46)

が成り立つ.この nkxky を格子チャーン数と呼ぶ.

この格子チャーン数は各タイルで

−nkxky(k) =
1

2π
{Aky(k+∆kx)− Aky(k)

−(Akx(k+∆ky)− Akx(k))− Fkxky(k)} (47)

と求められる.この格子チャーン数をブリルアンゾーンの半分で足し上げると,

−
∑

Half BZ

nkxky(k) =
1

2π

(
∑

Half BZ′s edge

A−
∑

Half BZ

F

)
(48)

となる.式 (48)の偶奇は式 (22)と等価になるから,

Z2 =
1

2π

∑

Half BZ

nkxky (mod 2) (49)

とすることで Z2不変量を求められる.図 6は格子チャーン数の計算例である. ブリルア
ンゾーンの半分の格子チャーン数の合計が奇数となっている為,この場合の Z2不変量は
1である.

ただし, Z2不変量を求める際には次節に示すようにゲージ修正したブリルアンゾーン上
でこの計算をする必要がある.

図 6: 格子チャーン数の計算例,赤丸が+1,青三角が-1,空白が 0を示す.

3.2.3 ゲージ修正

文献 [8, 10]を参考にブリルアンゾーンのエッジにおけるゲージ修正について説明する.

格子チャーン数はゲージ依存性があり, この計算手法ではゲージの依存度が残る.よって
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グラフェン
qsub jobZ2_G.sh
gnuplot
load 'LCNum6.pl

対話形式か標準入力から読み込む入力ファイルが必要(jobZ2_G.shを確認)

5    : ブリルアンゾーン(1/4領域)のメッシュ刻み
0 ： 1の場合は3次元のトポロジカル指数を全て計算)
5 :    二次元でxy平面の場合はz0のみ計算)

格子Chern数
水色が-1, 紫色が+1



グラフェン
qsub jobZ2_G.sh
gnuplot
load 'LCNum6.pl

対話形式か標準入力から読み込む入力ファイルが必要
(jobZ2_G.shを確認)

5    : ブリルアンゾーン(1/4領域)のメッシュ刻み
0 ： 1の場合は3次元のトポロジカル指数を全て計算)
5 :    二次元でxy平面の場合はz0のみ計算)

格子Chern数
水色が-1, 紫色が+1

合計が−１のためZ2=1で
グラフェンはトポロジカル
絶縁体である。

2行目を1とした場合、無駄に計算されるが、
Z2.datに
Z2 invariant:(nu0,nu1,nu2,nu3):(0,0,0,1)
と表示される。



Bi2Se3
qsub job_Bi2Se3.sh
qsub jobZ2_BS.sh
cat Z2.dat

Z2 invariant:(x0,xpi,y0,ypi,z0,zpi)=(1.000000,0.000000,1.000000,0.000000,1.000000,-0.000000)
Z2 invariant:(nu0,nu1,nu2,nu3):(1,0,0,0)

<latexit sha1_base64="Xca4durebxsT4+PlBgo2l8U+IzI="></latexit>

Z2 = (⌫0, ⌫1, ⌫2, ⌫3) = (x0 + x⇡, x⇡, y⇡, z⇡)

Z2不変量の関係式をチェックする

3.6 3次元トポロジカル絶縁体におけるZ2不変量の定義
文献[10, 16]を参考に 3次元トポロジカル絶縁体におけるZ2不変量の定義について説明
する.

3次元トポロジカル絶縁体には kx = 0, 0.5面, ky = 0, 0.5面, kz = 0, 0.5面の計 6つ
のブリルアンゾーンの境界面が定義される.それぞれの境界面で定義される Z2不変量を
x0, xπ, y0, yπ, z0, zπと置く. ここで,この 6つのZ2不変量には

x0 + xπ = y0 + yπ = z0 + zπ (mod 2) (86)

の関係式が成り立つ.この理由はパリティ法で用いた式 (19) によって説明される. 例え
ば,z0を求めるときに必要な時間反転不変な 4点の波数は
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,
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2
,
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2
+
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2

である.また,zπを求めるときに必要な 4点の波数は
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すなわち,z0 + zπの偶奇はこれら 8点の波数における状態によって確定する.同様に x0 +

xπ, y0 + yπの偶奇についてもこれら 8点の波数における状態によって確定する為, 式 (86)

は成立する.式 (86)を利用すると 3次元トポロジカル絶縁体における独立な Z2不変量は
4つのみであるから,

ν0 := z0 + zπ, ν1 := xπ, ν2 := yπ, ν3 := zπ (mod 2) (87)

と置いた νi (i = 0, 1, 2, 3)の組を 3次元トポロジカル絶縁体における Z2不変量と定義す
る.特に ν0 = 1となるような 3次元トポロジカル絶縁体を強いトポロジカル絶縁体と呼
び, ν0 = 0, νi = 1 (i = 1, 2, 3) となるような 3次元トポロジカル絶縁体を弱いトポロジカ
ル絶縁体と呼ぶ.
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今の場合：1+0=1+0=1+0, OK
<latexit sha1_base64="OXdP06N9eIB4V+OzGOfQfRcNUEk="></latexit>
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方向に金属状態が生ずる弱いトポロジカル絶縁体
<latexit sha1_base64="7vEwK1vXYdlNrikr9QQKqw2giDM="></latexit>

i


